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Аннотация. Актуальность и цели. Исследование электронной аппаратуры в обла-
сти воздействия на нее вибрационной нагрузки не перестает быть актуальным для 
сложных систем с быстродействующей электронной аппаратурой. Технологии из-
готовления печатных плат, да и сам печатный монтаж в настоящее время представ-
ляют собой хорошо отлаженный производственный механизм, в результате которо-
го получается высококачественный продукт в виде печатных плат. Но, несмотря на 
высокую степень надежности электронной аппаратуры, а в частности ее составной 
части – печатной платы, при возникновении определенных условий внешних воз-
действующих факторов велик шанс выхода ее из строя за счет возникновения в 
конструкции печатной платы критических деформаций и механических напряже-
ний. В связи с этим возникает проблема учета в конструкции печатной платы кри-
тических деформаций при возникновении определенных (жестких) условий внеш-
них воздействующих факторов и выработка путей анализа, предотвращения и усо-
вершенствования конструкции печатной платы. Материалы и методы.  
В работе применены способы и методы математического, имитационного, алгорит-
мического и программного анализа и расчета критических деформаций с учетом 
механических напряжений в типовых конструкциях печатной платы для повыше-
ния ее механической прочности. Результаты. Усовершенствованы модели и мето-
ды моделирования конструкций электронной аппаратуры для повышения точности 
и прогнозирования надежности. Выводы. Разработаны уточненная математическая 
и имитационная модели расчета механических напряжений и перемещений печат-
ной платы, алгоритм применения уточненной математической модели, программа 
расчета уточняющего коэффициента. 
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Abstract. Background. The study of electronic equipment in the field of the impact of vi-
bration load on it does not cease to be relevant for complex systems with high-speed elec-
tronic equipment. Printed circuit board manufacturing technologies, and the printed circuit 
board itself, currently represents a well-established production mechanism, as a result of 
which a high-quality product in the form of printed circuit boards is obtained. But despite 
the high degree of reliability of electronic equipment, and in particular its component part, 
as a printed circuit board, when certain conditions of external influencing factors occur, 
there is a high chance of its failure due to the occurrence of critical deformations and me-
chanical stresses in the design of the printed circuit board. In this regard, there is a problem 
of taking into account critical deformations in the design of the printed circuit board when 
certain (harsh) conditions of external influencing factors occur and developing ways to ana-
lyze, prevent and improve the design of the printed circuit board. Materials and methods. 
The paper uses methods and methods of mathematical, simulation, algorithmic and soft-
ware analysis and calculation of critical deformations taking into account mechanical 
stresses in typical PCB designs to increase its mechanical strength. Results. Models and 
methods of modeling electronic equipment designs have been improved to improve accura-
cy and reliability prediction. Conclusions. The refined mathematical and simulation models 
of calculation of mechanical stresses and displacements of the printed circuit board, the 
algorithm of application of the refined mathematical model, the program of calculation of 
the clarifying coefficient are developed. 
Keywords: accuracy, simulation model, reliability, algorithm, refinement factor 
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Введение 
Рассмотрим плоский поперечный изгиб пластины, которую можно 

представить в виде печатной платы, при котором все силы лежат в одной 
полкости и перпендикулярны продольной оси. В таких случаях в поперечных 
сечениях действуют поперечная сила и изгибающий момент, при этом про-
дольное усилие равно 0. Возможно действие сосредоточенных и распреде-
ленных нагрузок. При плоском поперечном изгибе поперечная сила равняется 
сумме сил, расположенных по одну сторону от рассматриваемого сечения, и 
изгибающий момент равен сумме моментов всех сил, расположенных по одну 
сторону рассматриваемого сечения относительно центра тяжести сечения.  
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Математическая модель расчета распределенных нагрузок  
при поперечном изгибе печатной платы 

Математически внутренние усилия при изгибе можно записать следу-
ющим образом: 

( ) ( )i iQ x F q x dx= +  ,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z i i i iM x M F h x q x q x h x dx= + + +      ,  (1) 

где ( )h x  плечо силы. 
На практике распределенная нагрузка, расположенная по одну сторону 

от выделенного сечения, заменяется результирующей сосредоточенной си-
лой, приложенной в центре тяжести распределенной нагрузки. Момент от 
распределенной нагрузки рассчитывается как произведение результирующей 
силы на ее плечо. При этом закон изменения момента зависит от того, взято 
сечение в пределах действия распределенной нагрузки или за ее пределами 
(рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Упрощенная модель пластины, нагруженной  

произвольной распределенной нагрузкой 
 
Составим выражение для изгибающего момента, единое для всех 

участков пластины. На рис. 1 показана упрощенная модель пластины, нагру-
женная распределенной нагрузкой. На расстоянии xx  от начала нагрузки вы-
делим элемент длиной ( )d xx . На него действует нагрузка ( ) ( )q x d xx⋅ . На 
расстоянии x  от начала пластины выделим произвольное сечение и найдем 
изгибающий момент в этом сечении от нагрузки, действующей на элемент 

( )d xx : 

( ) ( ) ( )zqdM q xx d xx h x= ⋅ ⋅ , 

где ( ) qHh x x xx L= − −  – плечо силы ( ) ( )q x d xx⋅ . 
При этом полный изгибающий момент от распределенной нагрузки  

равен 
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0

( ) ( ) ( ) ( )
xx

zqM x q xx d xx h x= ⋅ ⋅ .  (2) 

Если сечение взято в пределах распределенной нагрузки и сечение взя-
то за пределами распределенной нагрузки, то получаем 

 
0

( ) ( ) ( ) ( )
qk qHL L

zqM x q xx d xx h x
−

= ⋅ ⋅ .  (3) 

Если распределенная нагрузка постоянной интенсивности приложена 
лишь к части пластины, то ее можно заменить двумя нагрузками: распреде-
ленной нагрузкой, приложенной от сечения qHx L=  до конца пластины, и 
фиктивной распределенной нагрузкой той же величины, но противоположно-
го направления, приложенной от сечения qКx L=  до конца пластины [1]: 

( ) ( ) ( )q i qH i qKQ x q x L q x L= − − −  , 

 
2 2( ) ( )

( )
2 2
qH qK

zq i i
x L x L

M x q q
− −

= −  .  (4) 

Математически поперечную силу и изгибающий момент можно запи-
сать следующим образом: 

( ) ( )i iQ x F q x dx= +  , ( ) ( ) ( ) ( )z i i iM x M F h x q x h x dx= + +    . 

Для использования данных математических выражений надо записать 
функцию изменения интенсивности распределенной нагрузки по длине 
стержня при: 

constq =  переменнаяq =  

1 1

2 2

1

2

, если ,

( ) , если ,

кН0 иначе,
м

qH qK

qH qK

q L x L

q x q L x L

≤ ≤

= ≤ ≤  

1
1 1

1

2
2 2

2

1

2

4 , если ,

( ) 1 , если ,

кН0 иначе.
м

qH
qH qK

qH

qH
qH qK

qH

x L
q L x L

L L

x L
q x q L x L

L L

 −
 ⋅ ⋅ ≤ ≤
 − 
  −
  = − ≤ ≤

 −   
 

Поперечная сила: 
( )

1 0

( ) ( ) ( )
i

xrows F

i M
i

Q x F x L qq x dx
=

= ⋅ ≥ +  . 

Изгибающий момент: 
( )

1
( ) ( )

i

rows M

z i M
i

M x M x L
=

 = ⋅ ≥ +   
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( )

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) .
i i

xrows F

i F F
i

F x L x L qq xx x xx dxx
=

 + ⋅ − ⋅ ≥ + ⋅ − ⋅    

Определение внутренних усилий от сосредоточенных сил: 
( )

1
( ) ( )

i

rows F

F i F
i

Q x F x L
=

 = ⋅ ≥  . 

Определение внутренних усилий от распределенной нагрузки интен-
сивностью q = const: 

( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i i i

rows q rows q

q i qH qH i qK qK
i i

Q x q x L x L q x L x L
= =

   = ⋅ − ⋅ ≥ − ⋅ − ⋅ ≥     , 

( ) ( ) ( )F qQ x Q x Q x= + . 

Определение внутренних усилий от пар сил и от сосредоточенных сил: 
( ) ( )

1 1
( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

i i i

rows M rows F

zM i M zF i F F
i i

M x M x L M x F x L x L
= =

   = ⋅ ≥ = ⋅ − ⋅ ≥     . 

Для перехода к определению напряжений и перемещений в опасном 
сечении будем использовать значения Q и M, взятые по модулю. Поскольку 
размерности у них разные, то для определения максимальной силы исполь-
зуются разные выравнивающие размерности в составном массиве вывода ре-
зультатов расчета [2]: 

max max max 1max( , , , ), ( , , , )Z H K H KM F M L L N Q F Q L L N= = , 

max max
max 1max( , , , ) ( , , , ) мм,Z H K H K

M Q
F M L L N F Q L L Nx x

H H
⋅

= = . 

Исходя из полученной математической модели получим значение пе-
ремещения в опасном сечении при условии длины печатной платы в 30 [мм] 
и нагрузки в виде изгибающего момента в 1 [Н · м], равное 

max
0,28 мм.Qx =  

Общая картина распределения изгибающих моментов и сил представ-
лена на рис. 2. 

В результате было получено значение перемещений пластины, имею-
щей свойства печатной платы как изотропного материала. При этом значение 
перемещения в 0,28 мм в полученной математической модели является мак-
симальным значением [3]. Исходя из полученных результатов была постав-
лена задача уточнить математическую модель изгиба прямоугольной пласти-
ны с жестким закреплением одной стороны и свободно опертой по трем  
с учетом различной плотности печатных проводников на ней. Для уточнения 
полученной математической модели требуется провести имитационное моде-
лирование. 
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Рис. 2. Эпюра распределения изгибающих моментов и сил для расчетной пластины 

Имитационная модель для расчета механических  
напряжений и перемещений печатной платы 

Для проведения имитационного моделирования печатной платы были 
созданы четыре твердотельные модели печатных плат: без проводников,  
с проводниками на одной стороне, с проводниками с двух сторон, с провод-
никами с двух сторон и полигонами. Каждая из моделей представляет собой 
твердотельную модель реальной конструкции печатной платы с различной 
плотностью печатных проводников. Граничные условия для всех четырех 
плат являются одинаковыми и представлены на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Модель и схема граничных условий 

 
На рис. 3 видно, что изгибающий момент действует на всю поверхность 

платы. При этом для каждого случая будет меняться только поверхность воз-
действия, площадь во всех случаях является одинаковой [4]. 

После задания граничных условий был проведен расчет согласно за-
данным нагрузкам, в результате которого были получены эпюры распределе-
ния механических напряжений и перемещений на печатной плате. В первом 
случае для печатной платы без проводников характер распределения механи-
ческих напряжений является равномерным, а максимальное значение состав-
ляет 2,38 МПа. Данные представлены на рис. 4. 
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Рис. 4. Эпюры распределения механических напряжений  

и перемещений на печатной плате без проводников 
 
Такое распределение соответствует полученной математической моде-

ли, что подтверждает изотропные свойства материала при математическом 
расчете и имитационном моделировании. Также согласно нижней части  
рис. 4, где показаны перемещения печатной платы при нагрузке, максималь-
ные перемещения платы составили 0,23 мм [5]. Анализ полученных результа-
тов численного и имитационного моделирования позволяет сделать вывод об 
адекватности модели при получении результатов. 

На следующем этапе моделирования в расчетную модель были внесены 
изменения в части добавления печатных проводников на верхнюю сторону 
исследуемой модели [6, 7]. Эпюры распределения механических напряжений 
и перемещений на печатной плате с проводниками на одной стороне пред-
ставлены на рис. 5. 

 

 

 
Рис. 5. Эпюры распределения механических напряжений и перемещений  

на печатной плате с проводниками на одной стороне 
 
Из рис. 5 следует, что при включении в расчетную имитационную мо-

дель печатных проводников характер распределения механических напряже-
ний изменился. Концентрация напряжений переместилась в область печат-
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ных проводников и составила 10 Мпа, что существенно больше, чем в первом 
случае [8]. Данное перераспределение объясняется различием в значениях 
модуля упругости материала основания платы и меди. Также из эпюры пере-
мещений следует, что максимально печатная плата прогнулась на 0,18 мм. 

На рис. 6 показаны эпюры распределения механических напряжений и 
перемещений на печатной плате с проводниками с двух сторон. В верхней 
части рис. 6 показана нижняя часть печатной платы с проводниками, из кото-
рого следует, что при заданных воздействиях на печатную плату максималь-
ные напряжения также распределились по печатным проводникам. При этом 
характер распределения напряжений в верхней части печатной платы схож  
с эпюрой, представленной на рис. 5.  

 

 

 
Рис. 6. Эпюры распределения механических напряжений и перемещений  

на печатной плате с проводниками с двух сторон 
 
Из рис. 6 также следует, что при распределении механических напря-

жений по медным проводникам вектор направления максимальных усилий 
смещен в сторону края с жестким закреплением. При этом максимальные пе-
ремещения платы равны 0,15 мм. 

На рис. 7 показаны эпюры распределения механических напряжений 
и перемещений на печатной плате с проводниками с двух сторон и поли-
гонами. 

Из рис. 7 следует, что при учете в имитационной модели печатных про-
водников и полигонов характер распределения механических напряжений 
имеет резко другую структуру, а места возникновения максимумов переме-
стились в граничные узлы между материалом основания и медью. Данное 
обстоятельство позволяет сделать вывод о резком увеличении жесткости пе-
чатной платы и, как следствие, большой погрешности при численном расче-
те. Также об увеличении жесткости говорят значения перемещений платы, 
которые для данного случая составили 0,06 мм. 

В результате проведения имитационного моделирования были получе-
ны значения механических напряжений и перемещений на печатной плате 
при различной плотности печатного монтажа. Их результаты позволяют сде-
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лать вывод о возможном введении в расчетную математическую модель 
уточняющего коэффициента зависимости перемещений печатной платы от 
плотности печатного монтажа. 

 

 

 
Рис. 7. Эпюры распределения механических напряжений и перемещений  

на печатной плате с проводниками с двух сторон и полигонами 

Уточнение математической модели определения  
изгиба прямоугольной пластины с жестким закреплением  

одной стороны и свободно опертой по трем 
В результате проведения имитационного моделирования была выявле-

на прямая зависимость изгиба печатной платы от плотности печатных про-
водников на ней. Но практическую важность представляет учет степени вли-
яния и характер распределения печатного монтажа на печатной плате. 

В первом приближении для учета печатных проводников в печатной 
плате возможно использовать физические свойства материала основания и 
меди в их определенном сочетании. Таким образом, использовав «смесь» 
свойств материалов, получим уточненное значения изгиба, характерное пер-
вому случаю имитационного моделирования. Но в данном случае большую 
долю погрешности вычислений будет вносить отсутствие возможности учета 
в модели связей между деталями, так как эта модель представляет собой еди-
ную структуру с изотропными свойствами во всех направлениях [9, 10]. 

Для учета связей между деталями печатной платы в математической 
модели было предложено внести в нее уточняющие коэффициенты. На рис. 8 
представлен график распределения перемещений в зависимости от длины 
исследуемых печатных плат. Данные характеристические зависимости пока-
зывают степень отклонения точек печатной платы по длинной стороне. Рас-
пределение изгиба по длине печатной платы для исследуемых образцов имеет 
резкое увеличение изгиба вначале платы с последующей линелизацией гра-
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фика. Такое распределение изгиба объясняется способом закрепления детали 
жесткой заделкой и применением воздействующих сил. 

 

 
Рис. 8. Графики распределения перемещений в зависимости  

от длины исследуемых печатных плат 
 
Из графиков также видно, что для всех печатных плат распределение 

изгиба показано для 30 мм длины, но исследование проводилось для плат 
длиной до 200 мм. Это допущение сделано для визуализации графиков в диа-
пазоне от 0 до 20 мм. Данные графики были аппроксимированы полиномом  
второй степени, позволяющим рассчитать уточняющие коэффициенты, что  
в дальнейшем позволит уточнить математическую модель для расчета рас-
пределенных нагрузок при поперечном изгибе печатной платы. Формулы для 
расчета уточняющих коэффициентов: 

– с проводниками на одной стороне: 

 20,0002 0,0021 0,0057;K x x= + −   (5) 

– с проводниками с двух сторон: 

 20,0001 0,0018 0,0047;K x x= + −   (6) 

– с проводниками с двух сторон и полигонами: 

 5 24 0,0009 0,0017.K e x x−= + −   (7) 

Как было сказано ранее, математическая модель расчета распределен-
ных нагрузок при поперечном изгибе печатной платы представлена в [1]. До-
полнив данную математическую зависимость уточняющим коэффициентом, 
получим 

 ( ) ( )i iQ x F q x dx K= + +  .  (8) 

Математическая модель (8) позволяет уточнить величину изгиба при 
подстановке определенного коэффициента, соответствующего печатной пла-
те с соответствующей плотностью монтажа. 
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На рис. 9 представлены графики зависимости уточняющего коэффици-
ента от длины печатной платы. 

 

 
Рис. 9. График зависимости уточняющего коэффициента от длины печатной платы 

 
Из рис. 9 следует, что применение уточняющего коэффициента для 

расчета величины изгиба позволяет повысить точности математической мо-
дели определения механических перемещений печатной платы в зависимости 
от плотности печатного монтажа. 

Алгоритм применения уточненной математической модели  
для определения изгиба прямоугольной пластины с жестким  

закреплением одной стороны и свободно опертой по трем 
После уточнения математической модели определения изгиба печатной 

платы была составлена блок-схема алгоритма применения коэффициента за-
висимости перемещения от плотности монтажа печатной платы. Данный ал-
горитм позволяет с высокой точностью определять изгиб печатной платы  
с различной плотностью монтажа печатных проводников. Характерной осо-
бенностью полученного алгоритма является возможность его включения  
в метрологическую модель повышения точности расчета информационно-
измерительных систем анализа вибрационной нагрузки с помощью уточня-
ющих коэффициентов. 

Работа алгоритма заключается в следующем: в начале происходит ввод 
исходных данных или граничных условий, таких как модуль упругости, ко-
эффициент Пуассона, жесткости при сжатии и расширении. Следующим эта-
пом является математический расчет внутренних усилий при изгибе, на кото-
ром происходит определение величины прогиба от собственных инерцион-
ных составляющих пластины. Далее определяются изгибающие моменты  
в пластине, после чего происходит определение внутренних усилий от рас-
пределенной нагрузки. 
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Рис. 10. Блок-схема алгоритма применения коэффициента  

зависимости перемещения от плотности монтажа печатной платы 
 
После получения значений перемещений в исследуемой печатной плате 

следующим этапом является ввод уточняющего коэффициента зависимости 
перемещений печатной платы от плотности печатного монтажа. Для этого 
следует перейти к следующим этапам алгоритма и применить один из воз-
можных вариантов, когда: 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Технические науки. 2023. № 2 

 102

– печатная плата с проводниками на одной стороне; 
– печатная плата с проводниками с двух сторон; 
– печатная плата с проводниками с двух сторон и полигонами. 
Следующим этапом после определения плотности печатного монтажа 

согласно предложенной классификации является принятие решения о приме-
нении уточняющего коэффициента и, в случае его применения, определения 
его значения с помощью специальной программы расчета. В результате был 
создан алгоритм применения уточненной математической модели для опре-
деления изгиба прямоугольной пластины с жестким закреплением одной сто-
роны и свободно опертой по трем. Применение уточняющего коэффициента 
позволяет в некоторых случаях повысить требования к надежности за счет 
повышения сложности конструкции и в то же время снизить риск выхода из 
строя электронной аппаратуры при критических внешних воздействующих 
факторах [11]. 

Программа расчета уточняющего коэффициента  
при изгибе прямоугольной пластины с жестким закреплением  

одной стороны и свободно опертой по трем 
Исходя из полученных зависимостей уточняющего коэффициента от 

длины печатной платы была составлена программа расчета уточняющего ко-
эффициента зависимости перемещений печатной платы от плотности печат-
ного монтажа. На рис. 11 представлена экранная форма программы, в кото-
рой существует возможность получить уточняющий коэффициент для печат-
ных плат при их изгибе в зависимости от количества медных слоев в ее 
структуре [12]. Данная программа позволяет упростить расчет надежност-
ных характеристик печатных плат с одновременным увеличением точности 
расчета.  

 

 
Рис. 11. Программа расчета уточняющего коэффициента 

Заключение 
В результате проведенных исследований была уточнена математиче-

ская модель расчета распределенных нагрузок при поперечном изгибе печат-
ной платы за счет применения имитационного моделирования для расчета 
механических напряжений и перемещений печатной платы. Предложен алго-
ритм применения уточненной математической модели для определения изги-
ба прямоугольной пластины с жестким закреплением одной стороны и сво-
бодно опертой по трем, а также создана программа расчета уточняющего ко-
эффициента при изгибе прямоугольной пластины. Данные исследования 
электронной аппаратуры позволяют определить вибрационные нагрузки, 
произвести расчеты основных параметров работоспособности печатных плат 
еще на стадии разработки, а также теоретически и практически обосновать 
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необходимость учета в конструкции печатной платы критических деформа-
ций. Алгоритмическая и программная реализация полученных результатов 
позволяет выработать пути предотвращения отказов и усовершенствования 
конструкции электронной аппаратуры. 
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